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CAPITULO I
INTRODUCAQO

Este trabalho foi elaborado com o objetivo de mostrar a origem dos nimeros
conforme conta a historia desde o tempo das cavernas até os dias atuais. Iremos falar
também sobre os diversos sistemas de numeragao existentes em varios paises € mostrar a
importancia da contagem que obteve um grande progresso € que, aos poucos, de uma
forma simploria e enriquecedora, foi ocupando espago nos dias de hoje, transformando
nossa sociedade.

Porém, algumas civilizagdes ndo se contentaram com suas formas de contar
e procuraram inovar seus métodos, discutindo e planejando outras formas de contagem
chegando a novas conclusoes.

Enfim, com tais conclusdes deram origem a diversas aritméticas, entre elas,
a aritmética decimal, bindria e outras bases... Baseado nestas aritméticas (soma,
subtragdo, multiplicacdo e divisdo) pudemos descobrir a importancia das posi¢des de cada
numero, ou seja, de acordo com cada base em que esta calculando € necessario saber em
cada posicao dos numeros qual a quantidade de digitos maxima permitida. Ou melhor,
organizar a seqliéncia de forma regular dos numeros segundo uma classificacio
hierarquizada fundada na base utilizada.

Entretanto, nosso trabalho esta ligado a Pré-Historia e ao mundo em que

vivemos, para os conceitos basicos que necessitamos no nosso dia-a-dia.



1.1 A CONTAGEM NO TEMPO DAS CAVERNAS

Em 1940, no interior da Franga, alguns garotos passeavam pelo campo quando
escutaram latidos de um ciozinho que caira num buraco. A sua procura, os meninos
seguiram os latidos e descobriram uma gruta enorme. Nas suas paredes, havia
maravilhosas pinturas coloridas de cavalos, veados, bisdes e até rinocerontes, feitas por

homens que habitavam cavernas.

“Quatro veados de imensas galhadas perambulam por uma das paredes de Lascaux.

Diversas cavernas t€ém sido detalhadamente estudadas pelos arquedlogos, que sdo
pesquisadores dedicados a investigar o que restou de povos e culturas do passado. No
caso da caverna encontrada na Franca, concluiu-se que as pinturas foram feitas héa cerca
de 25000 anos. Pelos objetos que 14 estavam, foi possivel ter uma idéia de como eram e
de como viviam seus habitantes.

Tudo indica que as pessoas daquele tempo eram parecidas conosco fisicamente. A
diferenca era a maneira de viver. Para se alimentar, cagavam e colhiam frutos e raizes.
Nao plantavam, ndo criavam animais e, por isso, ndo vendiam, ndo faziam compras ¢ nao
usavam dinheiro. Assim, ¢ provavel que elas ndo tivessem necessidade dos numeros em

seu dia-a-dia e, por isso, talvez nao os conhecessem.



No entanto, ndo se pode ter certeza disso. Veja, por exemplo, o osso de lobo
descoberto por arquedlogos em 1937, num lugar da Europa. Estudos indicam que esse
osso tem aproximadamente 30000 anos, quer dizer, ¢ do tempo em que 0s europeus
habitavam cavernas.

Percebeu os risquinhos desenhados no osso? Ha razdes para crer que essas marcas
sejam o registro de alguma contagem. No entanto, 30000 anos atras, o que a teria

motivado, ja que a vida cotidiana ndo necessitava de contagens?

Segundo alguns cientistas, aqueles homens poderiam ter usado numeros por
motivos religiosos. Em todas as culturas, as cerimonias religiosas costumam ter épocas ¢
duragdes precisas. Por exemplo, se os nossos antepassados fizessem uma cerimonia
funebre de trés dias em honra de um chefe morto, deveriam ao menos saber contar até
trés. Por isso, alguns historiadores acreditam que as preocupacdes de ordem espiritual,
junto ou até antes das necessidades materiais, podem estar na origem da criacdo dos
numeros. Essa ¢ uma hipdtese para explicar a existéncia das marcas naquele osso de

30000 anos.



1.2 PASTORES, OVELHAS E PEDRINHAS

As primeiras contagens ocorreram em diferentes lugares e épocas, com
procedimentos variados. Vejamos, por exemplo, o caso dos pastores de ovelhas. Eles
levavam o rebanho para pastar durante o dia. A noite, as ovelhas eram recolhidas em
lugar seguro para evitar que outros animais, como lobos, atacassem-nas. Quando o
rebanho era grande, ficava dificil saber se algum animal tinha se perdido. Por isso,
precisavam ter um controle para verificar se a quantidade de ovelhas soltas pela manha
era a mesma que eram recolhidas.

Podemos imaginar algumas maneiras de resolver o problema do pastor. Por
exemplo, pela manha, ele separava uma pedrinha para cada ovellha que era solta,
formando um montinho. A noite, retirava do montinho uma pedrinha para cada ovelha
que recolhesse. Assim, o pastor estabelecia uma correspondéncia entre dois grupos: o das
pedrinhas e o rebanho das ovelhas. Se sobrassem pedrinhas, era sinal que alguns animais
tinham ficado para tras.

Os historiadores chamam a atencao para o fato de a palavra célculo originar-se da
palavra latina calculus, que significa “pedrinha”. Como curiosidade, repare que ainda hoje
dizemos que “fulano tem calculo renal”, quer dizer, ele tem pedrinhas nos rins.

Assim, a palavra calcular, na sua origem, podia significar “contar com pedrinhas”.
Esse ¢ um indicio de que a contagem pode ter comecado com pedrinhas.

Dos montes de pedrinhas foram nascendo os nimeros. Para quantidades pequenas,
gragas ao senso numérico, os pastores podiam distinguir um monte do outro. Por isso,
devem ter comecado a dar nomes a esses montes na lingua deles. A certo monte davam o
nome correspondente a quatro; a outro, 0 nome correspondente a cinco e assim por diante.

Dessa maneira estavam nascendo os numeros.



1.3MARCAS, PALAVRAS E DEDOS

Além das pesquisas arqueologicas, ha outros trabalhos que nos ajudam a conhecer
o passado. Ate poucas décadas atras, por exemplo, existiam grupos humanos totalmente
isolados, vivendo da mesma maneira ha milhares de anos. Ao estudar como esses grupos
contavam, que recursos usavam, que nome davam aos numeros, os antropologos ajudam a
esclarecer a origem dos niumeros.

No estreito de Torres, entre a Australia e a Nova Guiné, havia um povo que
designava os numeros assim:

Urapun ( ‘um’), okosa ( ‘dois’), :
Okosa-urapun (‘trés’), okosa-okosa (‘quatro’),... :

Essa maneira de dar nome aos numeros mostra que aquelas pessoas identificavam
o um e o dois e formavam os outros numeros a partir deles. Essa comunidade criou uma
seqiiéncia de palavras para expressar as quantidades.

Nos também fazemos contagens pensando numa seqiiéncia de palavras:
um,dois,trés e assim por diante. Veja bem: ndo usamos pedrinhas ou ndés em cordoes,
porém associamos palavras as quantidades.

A investigagdo realizada por antropologos e outros cientistas mostra ainda que, em
todas as culturas, os dedos foram (e continuam sendo) recursos valiosos na realiza¢ao de
contagens. Isso pode ser percebido nos sistemas de contagem de vérias tribos de indios do
Brasil. Veja, por exemplo, como os kuikuro, tribo que habita o parque Nacional do Xingu,

denominam alguns nimeros:

Nosso simbolo | Na lingua kuikuro Significado em nossa lingua

0 inhald nao hd

5 nhatdi contei todos os dedos de uma mao
10 timiiho duas maos

12 takiko itlikiighi iheke dois do pé

I5 heine utaplgli contei toda mao e um lado do pé
20 tatute utaplgt ittihlgt iheke toda mao e todo pé
2| aetsi tela inhattigli itiihtigli iheke um peguei mao do outro



Também na lingua portuguesa encontramos vestigios reveladores da importincia
dos dedos na contagem. A palavra digito, que se refere aos simbolos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,
vem do latim digitus, que significa ‘dedo’.

Ainda hoje, na india, no Egito e em outros paises, emprega-se um curioso modo de

contar com as maos . Veja como ¢&:

O polegar aponta, uma a uma, as trés falanges de cada um dos outros quatros
dedos. Assim, conta-se até doze. Talvez seja essa a origem do costume de contar por
duzias, ainda usado entre nos. E € possivel que também tenha a ver com a divisao do dia

em 24 horas (dois periodos de 12 horas, isto ¢é, as 12 falanges).



CAPITULO 11

O PRINCIiPIO DA BASE E O NASCIMENTO
DOS SISEMAS DE NUMERACAO

2.1 0 NUMERO E SUAS SIMBOLIZACOES

Diante da distin¢do sutil que o ser humano aprendeu obter entre o aspecto
cardinal e o aspecto ordinal, ele foi conduzido a revisar suas concepgdes com relacao a
seus antigos “instrumentos” numéricos (pedras, conchas, pauzinhos, colares de pérolas,
gestos relativos as partes do corpo, etc...) tornando-os verdadeiros simbolos numéricos e
sendo assim, bem mais comodos para assimilar, reter, diferenciar e combinar os nimeros.

Um outro progresso foi realizado com a criacdo dos nomes de nimeros,
permitindo desde entdo uma designacao oral bem mais precisa das quantidades e dando
possibilidade de conquistar definitivamente o universo dos niimeros abstratos.

Até entdo as expressdes utilizadas eram uma linguagem articulada que
foram simplesmente conjuntos modelos que ndo tinham aparentemente nenhuma relagdo
uns com oS outros; os numeros eram descritos mediante termos instrutivos,
freqlientemente em relagdo direta com a natureza e o mundo ambiente.

A principio, na contagem com os dedos eram utilizadas algumas técnicas
para cada quantidade de dedos levantados, at¢ quando completasse todos os dedos
levantados era considerado a “mao”. Depois, gracas a uma transposicao anatdomica para o
vocabulario, por expressoes do estilo minimo, para 1; anular, para 2; médio, para 3;
indicador, para 4; polegar, para 5; e assim por diante. No entanto, houve a necessidade de
distinguir entre o proprio simbolo do numero e o nome do objeto ou da imagem de que se
servia 0 que conduziu o homem a estabelecer uma distingdo notavel dos simbolos e
objetos, até que, finalmente, a verdadeira ligacdo entre os dois desaparecesse

completamente da memoria. Entretanto, com o passar do tempo, a medida em

10



que aprendeu a servir-se de sua linguagem articulada, os sons substituiram pouco a pouco
os objetos pelos quais tinham sido criados.

Entretanto, com a idéia da “sucessdo natural” incorporada a cada dia no
espirito humano, o conjunto heterogéneo dos modelos concretos tomou a forma abstrata

de um verdadeiro sistema de nomes do numero.

Mas a simbolizagdo concreta e a expressao oral do numeros ndo foram as
unicas possibilidades exploradas pelo homem ao longo das eras. Houve também, bem

mais tarde, a simbolizacdo escrita: a que poe “algarismos” para contribuirem, isto €, sinais

graficos de todas as espécies; tracos gravados, desenhados ou pintados, marcas em cruz
em argila ou em pedra, sinais figurativos, letras do alfabeto, sinais convencionais etc...
Portanto, podemos afirmar que tais criagdes foram evidentemente muito
importantes, porém, provaram que os nimeros ndo vém das coisas, mas antes das leis do
pensamento humano trabalhando sobre as coisas e sendo assim, nao se pode afirmar que

j4 se tem o numero em si ja que a realidade sugere o numero.

SIMBOLIZACOES ESCRITAS

ALGARISMOS DISSOCIADOS DE
QUALQUER INTUIGAO VISUAL DIRETA

58(t(vq 9%
UTILIZACAO | & p LETRAS COM
DEORIETOS | o A E VALOR
CONCRETOS i NUMERICO:
]
{pedras, canchas, | @5 g e. quinta letra do
pautinhos, & alfabeio
ahjetos em tem [
A conda, e1g.) u I} o | LA
2 ) ! 2
= 0o g
] x Ll Letrascom |2
£ | SRRATICH éﬁ C VALOR =
| DOENTALHE 5
2| emosso ke ‘h LA o NUMERICO: .‘5
0L M 1 b
g L MADEIRA @ == \ n inicial do nome em | 71
questdo A
= / h h =]
2| usoposnos | [} NOTAGOES |5
Z| pEcoRDAD | i NUMERICAS | &
0 FUNDADAS ol
- NA INTUI
FIGURAGAD L[} vuua,l.ﬂﬂ
DIGITAL 4 oo DIRETA
INTUITIVA o
GESTO \ I
CONVENCAD DA % T
MAD
Mio  |PorLEGAR| civco | pve | 1) Lewprepa tépailon

(1) Letrn hebrasca “hé™
(3) Indcial da palavra “cinco™
Nomes intwitives [Palavras dissociodas | (4) Letrs gregs “pi” inicial da palavrs
do numero em de qualquer pnnd i ficands "cinco ™
questio niumgo wasivel

SIMBOLIZAGOES ORAIS
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2.2 A DESCOBERTA DO PRINCiPIO DA BASE

O homem disp0s de dois conceitos para simbolizar os nimeros: um, que se
qualifica de cardinal que consiste em adotar desde o inicio um “simbolo-padrao” e o outro
que se pode qualificar de ordinal, que consiste em atribuir a cada nimero um simbolo
original e, portanto, em considerar uma sucessao de simbolos que nao t€ém nenhuma
relagdo uns com os outros.

O primeiro principio definiu que o0s quatros primeiros nimeros, sao
representados por uma simples repeticao tantas vezes o nome do numero 1, ou ainda por
alinhamento, justaposi¢do ou superposicdo de tantas pedras, dedos, entalhes, tragos ou

circulos que simbolizam a unidade.

| 2 3 4
a aa aaa AJDA
= C =
@ | N ] ( X X | X XX ]

Fig. 2.2 - Representagies “cardinais” dos quatro primeiros numeros

Segundo um outro principio, em contrapartida, os mesmos nimeros sao

representados por palavras, objetos, gestos ou sinais, todos diferentes uns dos outros.

1 2 3 4
polepar indicador médio anular
um dois trés quatro

1 2 3

Fig. 2.3 - Representagies "ordinais” dos guatro primetros ntimeros.
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Entretanto, surgiu a necessidade de representar nimeros cada vez maiores, €
evidentemente nao se podiam multiplicar indefinidamente pedras, pauzinhos, entalhes ou
no6s de barbantes, entdo surgiu um problema insuperavel: como designar numeros
elevados com o minimo possivel de simbolos?

Enfim, a solugdo foi privilegiar em agrupamento particular (como a dezena,
a duzia, a vintena ou a sessentena, por exemplo) e organizar a seqiiéncia regular dos
numeros segundo uma classificacao hierarquizada fundada nessa base, dando origem a
reparticdo dos niumeros e seus diversos simbolos segundo estagios sucessivos, aos quais
se pode dar os respectivos nomes: unidades de primeira ordem, unidades de segunda
ordem, unidades de terceira ordem e assim sucessivamente, chegando a simbolizacao
estruturada dos nimeros. E o que se chama o principio da base. Sua descoberta marcou o
nascimento dos sistemas de numeragdo, sistemas cuja “base” nada mais ¢ do que o
numero de unidades que € necessario agrupar no interior de uma ordem dada para formar

uma unidade de ordem imediatamente superior.

2.3 BASE DE UM SISTEMA DE NUMERACAO

Sistema de Numeragao ¢ a forma de representar dados numéricos através de
numeros, caracteres ou simbolos, dependendo da forma de escrita utilizada. Em um
sistema de numeracao a base representa a quantidade de algarismos (simbolos) diferentes
que esta possui. Os computadores utilizam a base 2 (sistema binario) e os profissionais de
hardware e software por facilidade, usam em geral uma base que seja uma poténcia de 2,
tal como 2* (base 16 ou sistema hexadecimal) ou eventualmente ainda 2° (base 8 ou
sistema octal).

Estamos familiarizados com algumas bases, por exemplo:- Ao controlarmos
o tempo, temos os segundos (60s) que compde o minuto, temos o minuto (60m) que
compde a hora - neste caso estamos trabalhando com base 60, ou seja, a cada 60 passamos
para uma unidade maior. Ainda neste contexto temos o dia com 24h, neste caso base 24,

pois a cada 24h contamos mais um dia.- Outra base que nos ¢ usual e a base 12 quando
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utilizamos para a contagem dos meses, a cada 12 meses contamos um ano.Porém, ¢ na
base 10 que trabalhamos a nossa matematica (quantidade de itens, valores monetarios,
idade).

A base 10 como j& sabemos contém 10 algarismos (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9)
¢ quando o valor ultrapassa o maior elemento da base passamos imediatamente para a
proxima casa a esquerda. Portanto, o0 numero possui o valor absoluto e também o valor
relativo, pois depende da posi¢do que se encontra. Ex.: 745 (setecentos e quarenta e
cinco) - O numero 7 (sete) neste caso representa setecentos, pois estd na posicao da
centena. O numero 4 (quatro) representa o quarenta, pois estd na posi¢do da dezena, e o
numero 5 (cinco) representa cinco pois estd na posicdo da unidade. Esta forma de
representacdo numérica onde o valor ¢ dado pela posicdo ¢ chamada de Notacdo
Posicional.No nosso dia-a-dia utilizamos a base 10, tanto para a maioria dos calculos,
quanto para uma representacdo numérica qualquer. No entanto, o computador utiliza
apenas dois estados possiveis para representar internamente as informacdes, ou seja, ele
utiliza o bit - binary digit - que representa a base bindria, a qual ¢ representada pelos
elementos (0, 1). Ainda temos as bases Octal, representada pelos elementos (0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7) e a base Hexadecimal (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A, B, C, D, E, F) que sdo bases
intermedidrias e também utilizadas para visualizacdo dos valores. Estas duas bases sdao
bastante utilizadas devido a velocidade de conversdao dos valores em binarios, uma vez
que elas sao multiplas entre si.A seguir, estudaremos as relagdes entre estas bases, como
podemos realizar as conversdes de uma base para outra, como sdo realizadas as operacoes

aritméticas basicas nestas bases.

2.3.1 A ORIGEM DA BASE DEZ

Na verdade, a humanidade aprendeu a contar com os seus dez dedos, essa

preferéncia pelos agrupamentos de dez foi comandado por esta acidente da natureza que €

a anatomia de nossas maos. E o problema nao ¢ de natureza lingiiistica.

14



Tendo como exemplo e para se convencer disso, podemos imaginar um elo
que por razoes religiosas estd temporariamente submetido a interdi¢do da fala: apronta-se
para enumerar um rebanho de bisdes.

Quando passa o primeiro animal, um primeiro homem, levanta um dedo,
depois levanta outro quando passa o segundo animal, e assim sucessivamente, até o
décimo bisdo.

Nesse momento, um segundo homem, que tem os olhos fixados
constantemente nas maos do primeiro, levanta seu primeiro dedo, enquanto o seu colega
baixa os seus, temos entdo a primeira dezena recenseada. Quando passa o décimo
primeiro animal, o primeiro homem, o das unidades levanta de novo seu primeiro dedo.
No décimo segundo levanta o outro dedo e assim sucessivamente até o vigésimo animal.

Depois do vigésimo animal o segundo homem levanta o segundo dedo,
enquanto o outro baixa todos os seus dedos e assim era determinada a contagem através

dos dedos e para cada homem dava-se a sua fun¢do de unidade, dezena, centena, etc...

2.3.2 A ORIGEM DAS OUTRAS BASES

A razao de adog¢do da base 20 por certas culturas nos ¢ fornecido pela idéia
concernente a numeragao asteca. Assim, ¢ determinado os cincos primeiros nimeros que
sdo associados aos cincos dedos de uma mao.

As cincos seguintes, a outra mao, as cincos outras, sao associados aos dedos
de um pé e as cincos ultimas aos outros cinco dedos do outro pé. De modo que no ultimo
dedo seja formado a vintena.

Um outro fato notavel, € que os esquimods da Groenlandia empregam, para o
numero 53 uma expressao da seguinte maneira: “do homem terceiro, trés no primeiro pe”
o que significa 2 homens com 20 dedos cada um mais 2 maos do terceiro mais 3 dedos do
primeiro pé.

Segundo C. Zaslovsky, os banda da Africa Central exprimem ainda o

numero 20 dizendo algo como “dobrar um homem”, entendendo-se por isso que quando
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um individuo flexiona as pernas, a contagem dos dedos dos pés e das maos salta
imediatamente aos olhos do observador.

Em certas dialetos maias, a expressdo hun uinic, que quer dizer 20, significa
também, “um homem”.

Os malenké do Senegal exprimem os numeros 20 ¢ 40 como “um homem
completo” e “uma colcha” que significa um casal esticado sobre uma mesma colcha.

Nao hé davida de que o emprego do sistema vigesimal tera sua origem do
habito de contagem com os dedos das maos e dos pés.

A origem da base cinco ¢ igualmente antropomorfica; essa maneira de
contar encontrou sua razao de ser em muitos casos para pessoas que aprenderam a contar
com uma mao so.

E que pode também ser usado da seguinte maneira; a mao esquerda ¢ para
contar as unidades e a direita os multiplos de cinco, ou seja, a cada dedo levantado da
mao esquerda vale uma unidade e a cada dedo levantado da mao direita vale cinco

unidades.

| polegar direito

2 indicador direito
(=1+1)

3 medio direito
(=1+2)

4 anular dircito
(=1+3)

S minimo direito
(=1 +4)

6 minimo esquerdo
(=5+1)

7 anular esquerdo
(=5+2)

8 médio esquerdo
(=5+3)

9 indicador esquerdo
(=5+4)

10 polegar esquerdo
(=5 +5)

Il pequeno artelho direito
(= 10+ 1)

12 anclho seguinte
=10 +2)

13 anelho seguinte
(=10+3)

14 anclho sepuinte
(=10 +4)

15 grande anclho direito
(=10+5)

16 grande anelho esquerdo
=15+1)

17 anclho seguinte
(=15 +2)

I8 anelho seguinte
(=15+3)

19 anclho seguinte
(=15+4)

20 pequeno anelho esquerdo
r= 1S+ )
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2.3.3 A BASE DOZE

A base 6 ndo foi atestada enquanto elemento gerador de um sistema, mas a

contagem duedecimal, por sua vez, foi muito bem.

Nossa cultura manteve-a para a contagem de ovos e de ostras, por exemplo,
e possui como suas testemunhas a dizia e a grosa (doze duzias)

Sabe-se além disso que os mesopotamios subdividiam o dia em 12 partes
iguais, bem como a ecliptica e o zodiaco, uma divisdo em 12 setores de 30 graus cada um.

Nas tabuletas arcaicas descobertas em Uruk (publicados por Green e Nisser,
depois decifradas por Damerov e Englund), constatou-se a existéncia de varias notagdes
numéricas, portanto o sistema classico (conforme mostra a figura abaixo) entre as quais se

observard a seguinte, utilizadas para exprimir medidas de comprimento.

y e w ®

10 60 120 1200 7200
(=12%5) (=12x10) (=12x10x10) (=12x10x 10 % 6)
Fig. 9.1

ATU 2,tab, W 22,144 «=>

ATU 2, tab. W 21.021
L]

r_ v
& O
{ 0000
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2.3.4 A ORIGEM PROVAVEL DO SISTEMA SEXAGESIMAL

A origem da base sessenta provavelmente vem da combinacdo das bases 5 e
12 que € inteiramente plausivel.

Essa hipotese supde inicialmente a existéncia de uma e mesmo de vdrias
populagdes indigenas bem antes da dominacdo Suméria na Baixa Mesopotamia, que
tinham sistemas de contagem diferentes, ambos distintos do sistema sexagesimal, um
repousando na base cinco e o outro na base doze.

Mesmo nao tendo muito conhecimento dessa populacdo indigena, embora ignore
tudo (ou quase) dos lagos culturais anteriores dos sumérios (estes, parece, romperam todas
as pontes com seu habitat de origem), pode-se legitimamente supor que essas duas
culturas, antes de constituir a simbiose que se sabe, influenciaram na origem do sistema
sexagesimal.

A origem da base 60 poderia portanto ter sido, ligado ao sistema de contagem
manual, ainda utilizado em nossos dias no Oriente Proximo e na peninsula indo-chinesa.

Gracas a essa técnica digital, com efeito, a base sessenta apareceria
certamente como uma base principal e os nimeros 12 e 5 como bases auxiliares.

s
r MAO ESQUERDA l l MAO DIREITA . |

Contagem dos dedos. ! Contagem das falanges pelo poleg:
cada um valendo uma 112 oposto. cada uma tendo valor de
dezena unidade.
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2.4 SISTEMA DE NUMERACAO: DECIMAL,

BINARIO, OCTAL E
HEXADECIMAL.

Sistema Numérico Decimal

- Base: 10
- Digitos: 0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9

- A contribui¢do de um digito num numero decimal, depende da posicao que ele
ocupa.

Exemplo 1: Digito das Centenas ( 10%)
Digito das Dezenas ( 10')
Digito das Unidades ( 10°)

373=3x10*+ 7 x10' + 3 x 10°

Exemplo 2: Digito das Milhares ( 10°)
Digito das Centenas ( 10? )

> Digito das Dezenas ( 10")
Digito das Unidades (10° )

4 058=4x10°+0x10°+5x10'+8x10°

Exemplo 3:
325=3x10"+2x102+5x 107

e
1

101107107

Propriedades de um numero decimal:
1. Sdo usados os digitos 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8, 9.

2. Os digitos em um numero inteiro do sistema decimal

sdo coeficientes de
poténcias da base

19



10 cujos expoentes, comegando por 0, crescem de 1 em 1, da direita para a
esquerda.
3. Os digitos da parte fraciondria (direita da virgula) de um niimero do sistema
decimal sao
coeficientes de poténcias de base 10 cujos expoentes comegando de -1,
decrescem de -1 em

-1, da esquerda para a direita.

Sistema Numérico Binario

- Base: 2
- Digitos: O e 1

- A contribui¢do de um digito num nimero binario depende da posicao que ele
ocupa.

Exemplo 1: Considere o nlimero binério 10010

— > Digitode 16 (ou2")
Digito de 8 (ou 2*)
Digito de 4 (ou 2°)
Digito de 2 (ou2')
Digito de 1 (ou2’)

10010,=1x 2* +0x2°+0x2*+1x 2' +0x2°
=0+2+0+0+16= 1810

O sistema numérico bindrio, difere em varios aspectos do sistema decimal
que € o que nods utilizamos na vida diaria. Este sistema numérico ¢ de base igual a 2 e s6
contém dois algarismos, que sdo ’1’ e ‘0’. O sistema numérico binario, ¢ o usado nos
computadores e nos microcontroladores, porque ¢, de longe, muito mais adequado ao
processamento por parte destes dispositivos, que o sistema decimal. Utilizando o sistema
binario de numeragdo, podemos representar informacdo com apenas dois valores. Os
valores 0 e 1 s3o utilizados para representar situagdes logicas. O estado logico 0 e o

estado logico 1 sdo utilizados no estudo de sistemas fisicos que assumem dois estados de
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funcionamento. Se 0 representa uma determinada situacdo, entdo 1 representa a situacao

complementar, por exemplo:

Aberto Fechado
Sem tensdo Com tensdo
Desligado Ligado

Normalmente, os nimeros binarios que iremos usar, contém 8, 16, ou 32,
digitos bindrios, ndo sendo importante, no ambito deste livro, discutir as razdes. De

momento, basta-nos aceitar que isto ¢ assim.

Exemplo:

10011011 € um niimero binario com & digitos

De modo a perceber a logica dos nimeros bindrios, vamos considerar um
exemplo. Vamos imaginar uma pequena estante com quatro gavetas e, que precisamos de
dizer a alguém, para nos trazer qualquer coisa que esteja numa dessas gavetas. Nada mais
simples, iremos dizer, (gaveta) em baixo, do lado esquerdo e, a gaveta que pretendemos,
fica claramente definida. Contudo, se quisermos dar a indicagdo sem usarmos instrugdes
tais como esquerda, direita, por baixo, por cima, etc. , nesse caso temos um problema a
resolver. Existem muitas solugdes para isto, mas vamos escolher uma que seja pratica e
nos ajude! Vamos designar as linhas por A e as colunas por B. Se A=1, estamos a referir-
nos as gavetas de cima e se A=0, estamos a escolher as gavetas em baixo (na linha de
baixo). Do mesmo modo, se B=1 estamos a referir-nos as gavetas da esquerda (coluna da
esquerda) e se B=0 as gavetas da direita (ver figura seguinte). Agora, s6 precisamos
escolher uma das quatro combinagdes possiveis: 00, 01, 10, 11. Este processo de designar
individualmente cada gaveta, ndo ¢ mais que uma representacdo numeérica binaria ou a

conversao dos nimeros decimais a que estamos habituados para a forma binaria. Por
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outras palavras, referéncias tais como “primeiro, segundo, terceiro e quarto” sao

substituidas por “00, 01, 10 e 11”.

E=0 E=1

A=0 GAVETA 1| |GAVETA 2
B Qo (0]

A= GAVETA 3| |GAVETA 4
B 10 11

Aquilo que falta para nos familiarizarmos com a logica que ¢ usada no
sistema numérico binario, é saber extrair um valor numérico decimal de uma série de
zeros e uns e, claro, de uma maneira que nés possamos entender. Este procedimento é
designado por conversdo binario-decimal.

Exemplo:

10011011

\— 1+ 20=1
1721=2
o*22=0
1%29=8
1*24= 16
0*25=0
o*28=0
127=128

Eesultado= 155

Como se pode ver, a conversdo de um numero binario para um nimero
decimal ¢ feita, calculando a expressdao do lado esquerdo. Consoante a sua posi¢do no

numero, assim cada algarismo binario traz associado um determinado valor (peso), pelo
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qual ele vai ser multiplicado, finalmente, adicionando os resultados de todas estas
multiplicacdes, obtemos o tal nimero decimal que nés ja somos capazes de entender.
Continuando, vamos agora supor que dentro de cada gaveta existem berlindes (tabuleiro
pequeno de quatro rodas e suspenso entre dois varais; nome de um jogo de prendas): 2
berlindes na primeira gaveta, 4 na segunda gaveta, 7 na terceira ¢ 3 na quarta gaveta.
Vamos agora dizer a pessoa que vai abrir as gavetas para usar a representacdo bindria na

resposta.

Nestas circunstancias, a pergunta pode ser esta: “Quantos berlindes hd na
gaveta 01?” e, a resposta, deve ser: “Na gaveta 01 existem 100 berlindes”. Deve
notar-se que tanto a pergunta como a resposta sdo muito precisas, apesar de nao
estarmos a utilizar a linguagem normal. Deve notar-se também, que, para
representarmos todos os ntimeros decimais de 0 a 3, apenas precisamos de dois
simbolos binarios € que, se quisermos numeros superiores a estes, temos que ir
acrescentando mais digitos binarios. Para podermos representar todos os berlindes

que estao em qualquer das gavetas, precisamos de 3 algarismo binarios.

Ou seja, para representarmos os decimais de 0 a 7, bastam-nos trés simbolos
binarios, de 0 a 15, quatro, etc. Generalizando, o maior valor decimal, que pode ser
representado por intermédio por um determinado ntimero de simbolos bindrios, coincide
com 2 elevado a um expoente igual ao niimero de simbolos binarios utilizados, subtraido

de uma unidade.

Exemplo:

2t _1=16-1=15
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Isto significa que € possivel representar os nimeros decimais de 0 a 15, apenas com
4 algarismos bindrios (incluem-se portanto os nimeros ‘0’ e ‘15’), ou seja, 16 valores

diferentes.

Sistema Numeérico Octal

O sistema de numeros octais tem a base igual a 8, o que indica o uso de oito
algarismos, sendo todos equivalentes aos do sistema decimal. Os algarismos usados neste

sistema, sao:

- Base: &

- Digitos: 0, 1,2,3,4,5,6¢7

No sistema octal (base 8), trés bits (digito binario) sdao representados por

apenas um algarismo octal (de 0 a 7).

Sistema Numeérico Hexadecimal

O sistema de numeros hexadecimal usa a base 16,0 que indica o uso de
dezesseis simbolos, sendo os mesmos simbolos usados no sistema decimal mais as seis
primeiras letras do alfabeto. Os algarismos utilizados no sistema hexadecimal sdo:

- Base: 16
- Digitos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,.D,E ¢ F

- A contribui¢do de um digito num numero hexadecimal depende da posi¢ao que ele
ocupa.
-As seis primeiras letras do alfabeto, utilizadas no sistema hexadecimal como niimeros

representam as seguintes quantidades:

A=10 B=11 C=12 D=13 E=14 F=15
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Exemplo: Considere 1A31¢ (ou 1A3H como notagdo optativa)

16°
16
’F 16°

1A3 3x16° + 10x16' +1x 162
3+160+256=419

Obs.: Cada digito hexadecimal pode ser representado por 4 digitos binarios.

O sistema de nimeros hexadecimais ¢ muito usado em projetos de hardware e
software, ja que estes representam grupos de digitos bindrios, facilitando a representagdo de
codigos binarios. E usual representar quantidades usando sistemas em poténcias do binario, para

reduzir o nlimero de algarismos da representagao.

A seguir, apresentamos uma tabela com os nimeros em decimal e sua representacido

correspondente em binario, octal e hexadecimal:

‘Base 10 HBase2||Base8H Base 16‘
L o J o o | o |
Lo o e
L 2 o | 2 | 2 |
L3 Ju 3 ] 3 |
L 4 J 1o || 4 | 4 |
L s Jtot | 5 | 5 |
L 6 J o 6 | 6 |
L7 e o7 |7 ]
| 8 Jtooo | 10 | 8 |
L9 Jlwoor | 1 | 9 |
| 10 J1o0] 12 | A |
| 11 Joun | 13 | B |
| 12 J100] 14 | ¢ |
| 13 JJo1] 15 | D |
| 14 |10 16 | E |
| 15 JJunn ] 17 | F |
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Nota: a base 16 ou sistema hexadecimal pode ser indicada também por um "H" ou "h"
apos o numero; por exemplo: FFH significa que o nimero FF (ou 255 em decimal) esta
em hexadecimal. Nao confundir o "H" ou "h" com mais um digito, mesmo porque em

hexadecimal s6 temos algarismos até "F" e portanto nao existe um algarismo "H".

CAPITULO III
INTRODUCAO E CONVERSAO ENTRE
BASES NUMERICAS
3.1 CONVERSOES ENTRE AS BASES 2,8 E 16

As conversdes mais simples sdo as que envolvem bases que sdo poténcias

entre si. Vamos exemplificar com a conversao entra a base 2 e a base 8.
3.1.1 CONVERSAO BINARIO-OCTAL (BASE 2 E 8)

Existe uma relacdo de multiplicidade entre as bases binaria e octal. A base
binaria com 2 elementos e a base octal com 8 elementos. A relagdo ¢ de 2°=8, portanto
podemos compreender que o nimero na base binaria tem que estar separado em grupos de
trés elementos (bits) para representar todos os elementos da base octal, conforme pode ser
visto na tabela abaixo. Dada esta relacdo, podemos realizar facilmente a conversao apenas
considerando que para cada elemento da base octal sdo necessarios trés elementos da base
binaria. A reciproca também ¢ verdadeira, para cada trés elementos da base bindria temos

o elemento correspondente na base octal.

Como 2’ = 8, separando os bits de um numero binario em grupos de trés bits
(comecando sempre da direita para a esquerda ) e convertendo cada grupo de trés bits

para seu equivalente em octal, teremos a representa¢ao do nimero em octal.
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Exemplo:

10101001, = (x) g separando em grupos de 3 bits,

10101001,= 010 101 001

Sabemos que 010, = 2¢; 101, = 5¢; 001, = 15 e portanto, 10101001, = 2515
3.1.2 CONVERSAO OCTAL-BINARIO (BASE 8E 2)

A conversao inversa se faz convertendo cada digito octal por um grupo de

trés digitos binarios.
Exemplo:

17658 = (X)2

1 7 6 5
001 111 110 101

Portanto, 17655 = 001111110101,
3.1.3 CONVERSAO BINARIO-HEXADECIMAL (BASE 2 E 16)

Assim como a base octal, a base hexadecimal também ¢ multipla da base
binéria pois 2*=16, portanto a conversio entre estas bases ¢ feita da mesma forma que a
base binaria e octal, porém sdo considerados 4 elementos. Para a conversdao de um nimero
binario para hexadecimal divide-se da direita para a esquerda em grupos de 4 e busca-se o
correspondente em hexadecimal na tabela. Para converter um nimero hexadecimal em

binario, busca-se na tabela o correspondente sempre com 4 elementos binarios.

Como 24 = 16, basta separarmos em grupos de 4 bits (comecando sempre da

direita para a esquerda) e converter cada grupo para seu equivalente em hexadecimal.
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Exemplo:

11010101101, = (x);¢ separando em grupos de 4 bits

11010101101, = 0110 1010 1101

Cada grupo de 4 bits ¢ entdo substituido pelo equivalente hexadecimal,

entao: 1102 = 616; 10102 = A16; 11012 = D16
Portanto, 11010101101, = 6AD¢

No caso da conversio de hexadecimal para bindrio observe que cada
elemento hexadecimal ¢ representado por um conjunto de 4 elementos em binarios,

observe que os zeros a esquerda devem permanecer.
3.1.4 CONVERSAO HEXADECIMAL-BINARIO (BASE 16 E 2)

A conversao inversa se faz convertendo cada digito hexadecimal por grupos

de digitos de quatro digitos binarios.
Exemplo:

3F516= (X)2

3 F 5
0011 1111 0101

Portanto, 3F5,,=1111110101,
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3.3 CONVERSAO DE NUMEROS EM UMA BASE b QUALQUER P/ UMA
BASE 10

Para se determinar o equivalente decimal de um niimero escrito numa base b

usamos a expressao abaixo, tendo assim, uma melhor forma de fazer a conversao:

Np = a,.b" + ..t 2,0 + a;b' + a,.b" + a1 b +aLb? + ..+ a,b™

Exemplos:

101101, =45,

101101,=1x2°+0x2*+1x2°+1x2°+0x 2"+ 1x2°=45,
4F5,6= 1269,

4x16°+15x 16" +5x 16° = 1269,

3.4 CONVERSAO DE NUMEROS EM UMA BASE 10 P/ UMA BASE b
QUALQUER

Neste caso faz-se a divisdo do nimero decimal pela base desejada, o resto
encontrado (deve ser sempre menor que a base) ¢ o algarismo menos significativo do
valor na base B (mais a direita). Em seguida, divide-se o quociente encontrado pela base

B; o resto € o algarismo seguinte (a esquerda) e assim sucessivamente.

Exemplo:

a) (3964),0= (7574 )s
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W64 |8

=
=B E
=1 |2
LA

2D

Resposta: (7574)g

Para compreendermos melhor como funciona a divisao, iremos falar

sobre 0 ALGORITMO DA DIVISAO:

“Sejam a e b numeros inteiros. Diz-se que b divide a (ou que b é um divisor

s

de a ou, ainda, que a é um multiplo de b) se existe um inteiro c tal que bc = a.’

Usaremos a nota¢do b/a para indicar que b divide a. A negacao dessa

afirmagao sera indicada por b¥a.

Convém observar que, se b#0, o inteiro ¢ nas condi¢des da definigado ¢

unico. De fato, se existisse outro ¢’ tal que bc’ = a, teriamos que bc = be’ e, cancelando,

vem que ¢ = ¢’. O inteiro assim definido chama-se quociente de a por b e ¢ indicado por

c=a/b

Por outro lado, note que 0/a se ¢ somente a = 0. Nesse caso, o quociente nao

¢ unico pois 0.c = 0, para todo inteiro c. Por causa disso, costuma-se excluir o caso em

que o divisor ¢ nulo, e nés vamos aderir a essa convencdo: em fudo o que segue, mesmo
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que ndo seja explicitamente dito, estaremos admitindo que todos os divisores

considerados sdo diferentes de zero.

Seja b>2 um inteiro. Todo inteiro positivo a pode ser escrito de modo unico
na forma

a=r,b" + r,.; b"' + ...+ 1;b + 1, em que n>0, r, # 0 e, para cada indice i, 0<Xi<<n, tem-se
que

0<r<b. De fato:
Dividindo a por b, obtemos numeros qq, Iy, tais que
a =bqg + 1y, 0=<r<b.
Dividindo q, por b, obtemos qy, r; tais que
qo=bq; + 11, 0<r; <b.

Esse processo pode ser repetido; porém, como cada quociente obtido € nao
negativo e necessariamente menor que o anterior, em algum passo deveremos obter um

quociente nulo. Suponhamos que o primeiro quociente nulo seja o n-ésimo.

a=bqg + ro, 0=<ry<b.
qo=bq; + 1, 0<r;<b.

qi = bqy + 12, 0<r,<b.
Gn2 = bQn1 1, 0<r1,; <b.
Qo1 = b.0 + 1, 0<r,<b.

3.4.1 PARTE INTEIRA

O numero decimal devera ser dividido sucessivas vezes pela base, sendo
que o resto de cada divisdo sera igual a um algarismo do novo niumero. O exemplo mostra

a conversao do nimero 30;, para a base 2:
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sentido de leitura do niimero — portanto, (30);o = (11110),

3.4.2 PARTE FRACIONARIA

O processo para a parte fraciondria consiste de uma série de multiplicagdes

sucessivas do numero fracionario a ser convertido pela base.

A parte inteira do resultado da primeira multiplicacdo serd o valor da

primeira casa fraciondria e a parte fracionaria serd de novo multiplicada pela base e assim

por diante, até o resultado ser igual a zero ou até encontrarmos o numero de casas

decimais desejado. Por exemplo, vamos converter 0,65, para a base 2, com 5 e com 10

algarismos fracionarios:

Aproximagao com 5 digitos

Aproximagao com 10 digitos

0,65x2=13
0,3x2=0,6

0,6 x2=1,2

0,8x2=1,6
0,6 x2=1,2
0,2x2=04
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0,2x2=04 0,4x2=0,8

04x2=0,8 0,8x2=1,6
Numero equivalente Numero equivalente
0,65 =0,10100 0,65=0,1010011001

De outra forma podemos calcular da seguinte maneira:
Iremos converter 0,423, na base 10 para base 3 com 5 casas decimais;
0,423, =4/10" +2/10> + 3/10° =a/3' + b/3* + ¢/3° + d/3* + ¢/3°

Neste caso nao sabemos quais sdao os valores correspondentes a (a, b, ¢, d, €), mas

sabemos que poderao valer somente (0,1,2) que sdo os digitos da base 3.

Agora iremos calcular o mmc entre ambos os lados,

(400 +20 + 3)/1000 = (3*a +3° b +3%c +3'd +¢)/3°
423/1000 = (3*a +3°b +3*c+3'd +e)/3’

Agora iremos encontrar um valor para (a, b, ¢, d e €) no qual dé um valor aproximado
entre os lados conforme abaixo;

423 x 3° =~ 81.000a + 27.000b + 9.000c + 3000d + 1.000e
102789 = 81.000 x 1 +27.000x0 + 9.000x2 + 3.000x1 + 1.000x1

102789 = 103000.
3.5 CONVERSAO DE NUMEROS ENTRE DUAS BASES QUAISQUER

Para converter nimeros de uma base b para uma outra base bx qualquer, o
processo pratico utilizado ¢ converter da base b dada para a base 10 e depois da base 10

para a base bx pedida.
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CAPITULO IV
ARITMETICA DECIMAL E BINARIA

O sistema numérico da a possibilidade de executar duas operacdes basicas:
adicdo e subtragdo. Porém, partindo de tais operagdes basicas ¢ possivel realizar outras
operacdes como: multiplicacdo, divisdo. A aritmética binaria (adi¢ao, subtracao,

multiplicagdo e divisdo) sera executada tendo a aritmética decimal como guia.
4.1 ADICAO
4.1.1 DECIMAL/BINARIA

Para efetuar uma adi¢ao decimal, alinhamos os digitos dos dois numeros

que devem ser adicionados. Por exemplo, 235 + 46 = 281:

digito das centenas
‘ |_> digito das dezenas
™ digito das unidades
235

+t46
281

Somando a primeira coluna, namreos 5 e 6, resulta o digito 1 com um
transporte de 1. O transporte € entdo somado a proxima coluna. Somando a segunda
coluna, (1 + 3 + 4), resulta o nimero 8, sem transporte. Este processo continua até que
todas as colunas (incluindo os transportes) tenham sido somadas. A soma representa o
valor numérico das parcelas. 1x 10

2x10° + 3x10' + 5x10°
4x10" + 6x10°

2x10% + 8x10" + 1x10° =281
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Logo, podemos concluir que € necessario que as casas decimais estejam
de acordo com suas posigdes ou seja, quando dizemos que subiu um nimero, estamos
dizendo na verdade € o transporte deste nimero para sua casa decimal correta. Como o
exemplo acima, o nimero que subiu se encontra em sua real casa decimal.

Fazemos essencialmente a mesma coisa para a adi¢ao entre binarios. Por

exemplo, somemos 10011, a 1001,

— > digitode 16
digito de 8
digito de 4

digito de 2
F digito de 1

10011
+1001
11100

Na primeira coluna, 1 + 1 resulta 0 com um transporte de 1 para a segunda
coluna. Isto concorda com a regra 4. Na segunda coluna, 1 + 0 resulta em 1 somando o
transporte da primeira coluna ira resultar em 0 com transporte. Na terceira coluna, 0 + 0
resulta em 0. Somando este resultado ao transporte da segunda coluna iréd resultar em 1.

Na quarta coluna 0 + 1 resulta em 1 sem transporte. Na quinta coluna pode se dizer que 1

+ 0 e também iré resultar em 1 sem transporte.

Assim temos,
10011 +1001 =11100

1x2% + 1x2!
1x2* + 0x2* + 0x2% + 1x2' + 1x2°
1x23 + 0x2% + 0x2' + 1x2°

1x24+1x2% + 1x22 + 0x2' +0x2° = 11100,
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Adicionamos entdo, dois digitos de mesma posi¢ao de cada vez, comegando

pelos digitos de mais baixa ordem. Ao adicionarmos dois digitos bindrios, existem quatro
possibilidades:

l<vai-um
H 0 2) 0 3) 1 4) 1
+0 +1 +0 1
0 1 1 10
Ainda se define:
1 « vai-um
1
1
+1
11
Entao : 10011
+ 1001
11100

Exemplo 1: 2,9 + 20= 4y - iremos agora converter as parcelas da soma que estdo na
base 10 para base 2 conforme abaixo,

202
21
0 Logo, teremos que 2, = 10,
Agora iremos somar as parcelas (2;,) convertidos na base 2 = (10,),
10,
+ 10,
100,

Exemplo 2: 7,9+ 510 = 12y - iremos converter as parcelas para base 2 e fazer a soma em
binario (somar as parcelas convertidas para base 2)

Seo o am

1 1

»—Alo\\]
—] N Lt
»—Al.l;k/"l
oo o
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Agora iremos fazer a soma das parcelas convertidas para base 2;

111,

+ 101,

1100,

4.2 SUBTRACAO
4.2.1 DECIMAL / BINARIA

Iremos revisar a subtragdo bindria partindo da subtragdo decimal, pois a mesma, ¢

realizada exatamente como subtra¢ao decimal.

Regras:

) 0-0=0

2) 0-1=1 (empresta 1)

3) 1-0=1

4) 1-1=0

205-121 = 84 Empréstimo  1x10* + 10x10'
Minuendo 2x10% + 0x10' + 5x10°

Subtraendo 1x10* + 2x10" + 1x10°

0x10> + 8x10' + 4x10° = 844,

No sistema decimal, o digito emprestado tem o valor de 10. Portanto, o
digito do minuendo agora tem o valor 10, e 2 de 10 resulta 8. Na terceira coluna, 1 de 1

resulta em 0. Seja o subtraendo maior que o minuendo na coluna seguinte, ¢ necessario
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que transporte 1 do proximo digito de ordem superior para a coluna que esta subtraindo.
Na terceira coluna, o minuendo foi reduzido de 2 para 1 devido ao empréstimo prévio, e 1
de 1 resulta 0. Toda vez que 1 ¢ emprestado de um digito de ordem superior, o
empréstimo ¢ igual, em valor, a base do sistema numérico. Portanto, um empréstimo no
sistema numérico decimal ¢ igual a 10, enquanto um empréstimo no sistema numérico

binario ¢ igual a 2.

Quando se subtrai um niimero binario de outro, vocé€ usa 0 mesmo método

descrito para subtragdo decimal.

Exemplo 1: 4-2=2

42 2|2

22]2 271

021 0

0

100-10 = 10
Empréstimo 2x2!
Minuendo 1x2* + 0x2' + 0x2°
Subtraendo -1x2" + 0x2°
Diferenca 1x2' + 0x2° = 10,

A linha “empréstimo” nos mostra o valor de cada digito do minuendo depois
da ocorréncia de cada transporte. Lembre-se que o binario 10 ¢ igual ao decimal 2.
Na primeira coluna, 0 de O resulta 0 (regra 1). Entdo, 1 de 0 necessita de um empréstimo
da terceira coluna. Assim, 1 de 2 resulta 1 (regra 2).
O minuendo na terceira coluna agora ¢ 0, devido ao empréstimo e o subtraendo ¢ 0 (ndo
existe), de modo que 0 de 0 resulta 0 (regra 1). O 0 na terceira coluna ndo ¢ mostrado na

diferencga pois, ndo ¢ um bit significativo. Assim a diferenga entre 100, ¢ 10, é 10,.
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4.3 MULTIPLICACAO
4.3.1 DECIMAL / BINARIO

Na multiplicagdo ¢ possivel somar um nimero a si mesmo tantas vezes
quantas forem especificadas pelo multiplicador, sendo assim um método rapido de soma.
No entanto, ao multiplicarmos 416,y por 113y, iremos usar o0 método conforme abaixo.
Porém, de uma forma abreviada de multiplicagao, iremos multiplicar o multiplicando por
cada digito do multiplicador e entdo soma os produtos parciais para obter o produto final.

Iremos observar que, por conveniéncia os transportes sdo colocados abaixo dos produtos

parciais.

Multiplicando 416
Multiplicador X 113
Primeiro produto parcial 1248
Segundo produto parcial 416
Terceiro produto parcial 416
Transporte _ 011
Produto Final 47008

Agora de forma detalhada, iremos verificar a multiplicagao decimal:

416 x 113 =
4x10* + 1x10' + 6
X 1x10* + 1x10" + 3
1x10° + 1x 10
1x10° + 2x10° + 4x10' + 8
4x10° + 1x10* + 6x10'
4x10" + 1x10° + 6x10°
4x10" + 7x10° + 0x10* + 0x10' + 8 = 47008,
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Na multiplicacdo bindria ¢ utilizada apenas dois possiveis bits
multiplicadores (1 ou 0), sendo assim, considerada uma multiplicacdo mais simples de se
resolver, seguindo os mesmos principios gerais da multiplicacdo decimal.

Porém, existe regras para multiplicacdo, conforme abaixo,

1)0x0=0
2) 0x 1=0
3) 1 x0=0
H1x1=1

Exemplo: 10011, x 1011, =

Multiplicando 1x2* + 0x2° + 0x2% + 1x2' + 1
Multiplicador x 1x2° + 0x2® + 1x2' + 1
Transporte 1x2* + 1x2° + 1x2?

Primeiro produto parcial 1x2°+ 0x2° + 0x2° + 1x2' + 1
Segundo produto parcial 1x2° + 0x2* + 0x2° + 1x2® + 1x2'

Quarto produto parcial 1x2" + 0x2° + 0x2° + 1x2* + 1x2° + 0x2*

1x27 +0x2° + 1x2° + 1x2* + 0x2° +0x2% + O0x2! + 1=

10110001,

Para executar tal multiplicacdo, ¢ necessario multiplicar o multiplicando por
cada bit no multiplicador e somar os resultados parciais. Primeiro multiplica 10011, pelo
bit multiplicador menos significativo (1) e colocar o produto parcial de tal forma que
fique sob o bit multiplicador. Porém, no terceiro produto parcial podemos observar que ao
multiplicar o multiplicando pelo bit multiplicador (0) ira resultar num produto parcial 0.
No entanto, ao somarmos o terceiro produto parcial com o quarto produto parcial iremos
obter que o quarto produto parcial ¢ idéntico ao multiplicando. Uma vez que o sistema
numérico contém apenas 1 e 0, o produto parcial serd sempre igual ao multiplicando ou

zero. Observe que a multiplicagdo binaria ¢ um processo de deslocamento e soma. Para
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cada bit 1 no multiplicador vocé copia o multiplicando. Pode-se ignorar qualquer zero no

multiplicador. Mas, € preciso tomar cuidado para ndo colocar o multiplicando sob o bit 0.

4.4 DIVISAO
4.4.1 DECIMAL / BINARIA

A divisdo ¢ um procedimento para se saber quantas vezes um niimero pode
ser subtraido de outro, ou seja, o reverso da multiplicagdo. O processo com qual vocé
provavelmente esta familiarizado ¢ chamado “divisao longa”.

No exemplo abaixo iremos perceber que o divisor ¢ maior em valor, ou seja,
o quociente ¢ 0. A seguir, notaremos os dois digitos mais significativos. Novamente o
divisor ¢ maior, assim o quociente ¢ zero novamente. Finalmente, notaremos o dividendo
inteiro e descobre que € aproximadamente, 3 vezes o divisor em valor. Logo, daremos ao
quociente o valor de 3. A seguir, subtrai o produto de 65 por 3 (195) do dividendo. A
diferenca de um representa a fragao do divisor. Esta fracao ¢ acrescentada ao quociente
para resultar a correta resposta 31/65. Se vocé€ esta para dividir 196 por 65, vocé obteria o

quociente 31/65, como mostra abaixo.

dividendo 196 |65 divisor
195 003 quociente

1 resto

Agora iremos mostrar de forma detalhada em decimal:

1x10> + 9x10' + 6 |6x10" + 5x10°
1x10* + 9x10' + 5 3x10°
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A divisdo binaria ¢ um processo mais simples desde que a base ¢ dois, em
vez de dez. Primeiro, vamos dividir 101, por 10,. Iremos observar que ao encontrarmos o
valor que determina o numero de bits requerido para exceder o valor do divisor,
colocaremos 1 no quociente e subtrair o divisor do valor do dividendo selecionado. Sendo
assim, iremos transportar o proximo bit mais significativo do dividendo para o atual resto.

Dividendo 1x2% +0x2' +1x2° | 1x2!' +0x2° Divisor
1x2> + 0x2' +0x2°  1x2'+ 1x2" Quociente
0x22 + 0x2' + 1x2°

1x2°+ 0
0x2% +0x2' +0x2° +0 Resto

Se vocé puder subtrair o divisor do resto coloque 1 no quociente e subtraia,
sendo, transporte o proximo bit mais significativo do dividendo para o resto e ponha 0 no
quociente. Se o divisor puder ser subtraido do novo resto entdo coloque um 1 no
quociente e subtraia o divisor do resto.

Continue o processo até que todos os bits do dividendo tenham sido
considerados. Entdo expresse qualquer resto como uma fracdo do divisor. Vocé pode

verificar a resposta convertendo os nimeros binarios para decimal.
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ATIVIDADES:

1) Calcular as operagdes abaixo:

» 1010115+ 1101,
y 101011,- 11101,
o 2017/199
d) 1101,/ 111,

e) (0,11010), na base 10 (4 casas decimais)

f) 53473x 11011,

Resposta;

1x2t 1x2°
a) 1x2° + 0x2* + 1x2°
+ 1x2°

1x22 1x2!
+ 0x2% + 1x2' + 1x2°

+ 1x22 + ox2! + 1x2°

1x2° + 1x2* + 1x2°

0x2° 1x2*  2x2°
b) 1x2° + 0x2* + 1x2°

- 1x2* + 1x2°

+ 0x2% + ox2! + 0x2°

2x2°
+ 0x22 + 1x2! + 1x2°

+ 1x22 + ox2! + 1x2°

0x2° + ox2* + 1x2°

+ 1x2% + 1x2' + 0x2°

e) (0,11010), para base 10 com 4 casas decimais,

12" + 122 + 0/2° + 12 + 0/2° = 0,5 + 025 + 0 + 0,0625 = 0,8125,
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1x10°  9x10?
¢) 2x10° + 0x10* + 1x10' + 7x10° 1x10* + 9x10' + 9x10°

1x103 + 9x102 + 9x101 1x10" + 1x10™" + 2x107
1x10' 10x10° 10x10™
0x10° + 0x10* + 2x10" + 7x10°
1x10" + 9x10° + 9x10™
6x10° 10x10"  10x107
7x10° + 1x10™"
3x10° + 9x10" + 8x107
3x10° + 1x10" + 2x107

Prova Real 1x10°  1x10
1x10" + 0x10° + 1x10™" + 2x107
1x10> + 9x10" + 9x10°
1x10°  9x10'"  1x10° 0x10"  8x107
9x10* + 1x10' + 0x10° + 8x10™
1x10° + 0x10*> + 1x10" + 2x10°

1x10™
2x10°+0x10* + 1x10' + 3x10° + 8x10" + 8x107
3x10° + 1x10" + 2x107
2x10°+0x10° + 1x10' +7x10° + 0x10" + 0x10™
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2x2° 2x2!
d) 1x2° + 1x2* + 0x2' + 1x2°

1x2% + 1x2' + 1x2°

2x2! 1x2° 2x2t!
0x2® + 1x2% + 1x2' + 0x2°

1x2' + 1x2° + 1x2!

1x2°  2x2!

1x2' + 0x2° + 1x2"!

1x22 + 1x2' + 1x2°

1x2° + 1x27" + 1x27%+ 1x2* + 1x2°

2x272

1x2° + 1x27' + 1x272

0x2’!

2x27%  1x27 2x2*

1x27" + 1x27?

1x22 + 1x2° + 1x2*

0x2? 1x2°  2x2* 2x2?
1x27 + 0x27 + 1x2*

1x2° + 1x2* + 1x27

1x2* + 1x27

Logo, pelo algoritmo da divisdo, a = bq + r (conforme citado no Capitulo IIT), temos :

(1x2% + 1x2" + 1x2%) x (1x2° + 1x27" + 1x27%+ 1x2* + 1x29)+ (1x2* + 1x29) =

1x2° + 1x2% + ox2' + 1x2°
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CAPITULO V
CURIOSIDADES: COMPARANDO SISTEMAS DE NUMERACAO
5.1 0S NUMEROS DO ANTIGO EGITO.
Da civiliza¢do egipcia, restaram varios monumentos com inscrigdes, além de

documentos em papiros. Essas fontes permitiram que os arquedlogos decifrassem o

sistema de numeracao egipcio. Vocé também pode decifra-lo. Observe estes exemplos:

AR ©eCAA] ]

21

10l ¢ ana
e 11 fa
il

1040
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J& percebeu uma logica nesse sistema, ndo ¢? Entdo,

desafio:observe a seguir os simbolos que os egipcios usavam para

como eles 13,23 ¢ 123.

aceite este pequeno

0S numeros ¢ escreva

n l 1 Um trago vertical indicava a_t:n?dadle. -
nﬁ 1 10 : Esse s;inal. indicava a dezena.
Q 0 | 100 : -l;;;;l:da“enrolada indicava a centena.
ig | 1000 | A flor de l6tus (o l6tus era uma planta sagrada no Egito)
' representava o milhar.
: -1-000.0”. Ode_se:1;1-c;de um aedo dobra‘cio eré o] slmbr;‘lo

para dez mil.

100000 | Um girino representava cem mil.

| indicava o milhdo.
|

13 - 23 - 123 -

1000000 | Uma figura humana ajoelhada, com as maos para o alto,

AT

Observe que em vez de escrever 10 com dez risquinhos, os egipcios escreviam

desta maneia: ﬂ

Isso significa que um simbolo ﬂ valia por dez simbolos U . Da mesma forma,

dez simbolos ﬂ eram substituidos por um @ e assim por diante.

Notou que, na escrita dois nimeros, os egipcios formavam grupos de dez do

mesmo modo que fazemos hoje? Em nosso sistema de numeragao, dez unidades formam a

dezena; dez dezenas formam a centena e assim por diante, como ocorre também no

sistema egipcio.

Isso quer dizer que o sistema egipcio era decimal como o nosso, ou, em outras

palavras, era um sistema de base dez.
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E interessante fazer uma adi¢do usando nossa escrita dos nimeros e, depois, a dos
egipcios. Veja como ¢ feita com nossos algarismos:

1

37

+25

62
O pequeno 1 sobre o 3 indica a troca de dez unidades por uma dezena, ¢ o
chamado ‘“vai um”. Algumas criancas pequenas tém dificuldade em entender esse
procedimento, pois ndo compreendem essa troca. No entanto, no sistema egipcio, a conta

ficaria mais facil para elas porque podem “ver” a troca de dez unidades pela dezena .

7 T~ .
/ N
‘ \

M /UHH ‘\‘
/ \
/ \
; \
i i
; i
i i
i i
i i
i i
i H !

i !

; i

1 !
;
:/’
/
\
\

Observe:

AT

i}

MA L

5.2 O SISTEMA DE NUMERACAO DA MESOPOTAMIA.

Nas escavagOes arqueoldgicas, realizadas na regido onde foram edificadas as
cidades da Mesopotamia, encontraram-se milhares de placas de barro que continham

inscrigdes. Usado um bastonete, os escribas da Mesopotamia escreveram sobre essas
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placas quando o barro ainda estava mole. Depois elas foram cozidas no forno para

endurecer.

Com bases nessas placas, foi possivel decifrar o sistema de numeracdo

<

11

mesopotamico. O sinal ~ indica 1 e o sinal ¢ ,10. veja a escrita de alguns niumeros:

Exercicio de matematica de cerca 18 20 40

de 1700 a.C.

Parece com o sistema egipcio, nao ¢?
Parece, mas somente no inicio. Uma das placas de argila encontradas nas
escavagdes continha os resultados da tabuada de nove. Vamos mostrar um desenho dessa

placa e voceé vai ter uma surpresa. Examine com atengao:

Escrita mesopotimica Em nosso sistema
£ e ;
W < 2 18
Y « 3 27
T e 4 36
hed <& 5 45
‘ wy 4312‘? 6 54
R Y YW 7 63
R R 8 72
E213 ¥ =67 9 81
< Y <« 10 90
=
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Notou que ha algo estranho nos quatro ultimos resultados, que correspondem a
63,72,81 e 90?7 Por exemplo, para o 63 esperavamos esse registro, mas o que se v€ ¢
vocé€ pode imaginar uma explicagdo para isso?

Acontece que eles usavam um sistema de numeragcdo de base sessenta, o que

parece muito esquisito. Veja o significado dos ultimos resultados da tabuada do nove:

BOR3 60+12 .
T i Y (1Y |
63 72
60+21 60+30
Y} <Y T <l

81 90 ‘

Agora ¢ mais facil perceber o que queremos dizer com numeracdo de base

sessenta. Vamos comparar com a numeragao egipcia:

e Na numeragao egipcia MHH significa um grupo de dez mais trés;

e Na numeragao mesopotamica significa um grupo de sessenta mais trés.

Repare que o simbolo da esquerda, separado por outros trés, vale sessenta.

E verdade que o sistema de numeracio dos povos da Mesopotdmia desapareceu ha
muito tempo, mas restaram vestigios dele, por exemplo, na contagem do tempo, como
voce sabe, sessenta grupos compdem um minuto, € sessenta minutos compdem uma hora.
Essa contagem em grupos de sessenta e heranca da antiga numerac¢do de base sessenta.

Assim, a escrita 1:3 que vocé vé nos relogios digitais ou nos do forno de
microondas, ndo significa 130 minutos nem 1,30 hora. Note que 1:30 significa 90 minutos

ou 1,5 hora. Isso porque o 1 antes dos dois-pontos corresponde a 60 minutos.
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5.3 A NUMERACAO CHINESA.

Na longa historia da civilizagdo chinesa, houve mais de um sistema numérico. O

mais utilizado deles tinha estes simbolos:
1 .

7% 6 -+ 10
=L 7 B 10

J\ 8 -‘-F- 1000

9 :
0 O RN A Ji 10000

Esses simbolos ainda hoje sdo conhecidos tanto na China como no Japao. No

2

w

HIE

entanto, para fazer calculos, todos usam o mesmo sistema de numeragao que nos.

O antigo sistema de numeragdo chinesa tem regras interessantes. Veja os

exemplos:
oltocentos e vinte e quatro cinco mil e noventa e sete
i\ A= + EI B £
100 2 5 1000 9 10 7
8x100 + 2 x 10 + 4 5x1000+9 x 10 + 7

Percebeu que ¢ um sistema decimal e que tem semelhanga com o nosso sistema?
Compare a nossa maneira de escrever 824 com a deles. Notou que a idéia ¢ a mesma? A
diferenca ¢ que, no nosso caso, o 100 e o 10 ficam “escondidos”, ndo aparecem na escrita
824. As civilizagdes mencionadas nao foram as Unicas de sua época, mas as maiores.

Depois delas, destacaram-se, na Europa, as civilizagdes gregas e romana e, na Asia, 0

império Persa.
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O império Romano, que estava no auge nos primeiros séculos depois de Cristo,
havia anexado o Egito e a Grécia a seu territorio. Os romanos incorporaram as culturas
dos gregos, os quais ja se tinham valido da cultura dos egipcios. Eles chegaram a ocupar
os territorios que hoje sdo de Portugal, Espanha, Franca e Italia, além de parte da
Inglaterra. A cultura e a lingua de todos esses paises foram influenciadas pelos romanos.
Essa influéncia estendeu-se também para as Américas, para o Brasil em particular, uma
vez que fomos colonizados por espanhoéis e portugueses.

Na América, também formaram-se civilizagdes importantes, que ndo tiveram tanto
contato com as civilizagdes da Europa. As mais conhecidas foram a dos maias, a dos
incas e a dos astecas. Muitas dessas civilizacdes americanas foram destruidas pelos
europeus, quando vieram ocupar as Américas.

Para vocé ndo se confundir com os muitos nomes que estdo aparecendo, vamos
apresentar uma linha do tempo. Este esquema mostra os periodos de existéncia das

civilizagdes que mencionamos:

Periodos de maior desenvolvimento das antigas civilizagGes

e 2] P A ]
A egipcios Bt o] EL TR
k4 i Al B R i
% mesopoldmicos Lol ey Caia [Jmials

o 1 SR
E':l chineses sk B T R

R FE

1600

400
& aaiadta Y is e A 1 LT
I E | I gregos ¥ P T S A il [RBRZN
500
W fomanos [EPUL IR - WSS e et :. "_.'.._-...:._.
TS e P T [ A | L3 i D T |
I_ L I L I L] | L] "[ L T I L !
1000 2000
e —
a.C. d.C.
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5.4 ANUMERACAO GREGA.

A cultura grega faz parte de nossa civilizagdo ocidental. Foi nessa civilizagdo que
se organizaram pela primeira vez diversas ciéncias, como a medicina € a matematica. Até
nos esportes seguimos os gregos: eles criaram as Olimpiadas.

Curiosamente, em contraste com a relevancia de suas criagdes, o sistema de
numeragdo estabelecido pelos gregos, em que usavam as letras de seu alfabeto para
representar os niumeros, ndo influenciou outros povos. Para vocé ter uma idéia de como

era o sistema de numeracao grega, veja alguns desses simbolos:

Letra Nome da letra Valor
5 a alfa i I
B ‘ beta ‘ 2
? ¥ gama 3
o delta 4
: e epsilon 5
| Jiot e T
x| cpa . e R
A ! ~_lambda : 30 !
m mi i 40 |
. ' |
e |
! sigma e 200
% | ta s e 3p0 A

Observe como escreviam alguns nimeros:

AQ CUE po
31 245 104
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5.5 ANUMERACAO ROMANA

Por sua vez, o sistema numérico romano nao desapareceu por completo. Em nosso
cotidiano, podemos ver os seus sinais em relogios ou nas fachadas de prédios antigos em
que ha a data da construgao.

e Se o simbolo de menor vem antes do de maior valor ou vem entre dois

simbolos de valores, faz-se uma subtracao:

Exemplos: [V=5-1=4 XL=50-10=40
CD =500 - 100 =400 XIX=10+(10-1)=19.
DXL =500 + (50 - 10) = 540.

e Colocando-se um trago sobre o simbolo, seu valor ¢ multiplicado por 1000:
Exemplo: V = 5000

E verdade que a numeragdo romana tem muitas regras: no entanto, vocé nao
precisa saber tudo de cor. Basta ter uma idéia do assunto e consultar este livio — IMENES,
LM & LELLIS, Marcelo - “Os numeros na historia da civilizagdo” - quando quiser
relembrar algum detalhe.

Na antiguidade, a numeracdo romana tinha menos regras. Entretanto, como ela
continuou a ser usada na Europa por séculos e séculos, mesmo depois do fim do Império
Romano, as pessoas tentaram melhora-la. Ou complica-la, dependendo da opinido de cada
um.

Por exemplo, veja o que aconteceu com o simbolo para 1000. No comego,

aproximadamente 300 anos antes de Cristo, o seu simboloera  1f . E o simbolo para

500 era /‘4 . Com o passar do tempo, os escribas, que eram pessoas especializadas na
escrita de documentos, resolveram facilitar o proprio trabalho e passaram a usar a letra D

para representar 500, porque era parecida com o simbolo original e era mais facil de
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escrever. Trocaram também o simbolo do 1000 por uma letra. Para isso, escolheram o M,

inicial de “mile”, que significa “mil” em latim, a lingua romana.

5.6 OS MAIAS E O NUMERO ZERO.

J& examinamos varios sistemas de numerac¢ao. Vocé deve ter notado que nenhum
deles usava o zero, que ¢ tao importante em nosso sistema. Mas ha um sistema antigo em
que se utilizava o zero. E o sistema dos maias. Esse povo, que habitou a América Central
durante mais de mil anos, desenvolveu uma cultura sofisticada. Eles criaram um sistema

de escrita bastante evoluido e também calendarios muito preciosos.

Robert Frerck/Tony Stone/Getty Images

Escultura de um
soberano maia.
Palenque, México.

Haroldo & Flavia de Faria Castro/Kino Fotoarguivo

Praga da Piramide

da Lua de Teotihuacan.
Museu Nacional

de Antropologia,
Cidade do México.
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Além disso, os maias desenvolveram um sistema de numeracdo complexo. Por

essa razdao, vamos mostra-lo apenas em parte. Veja a seguir a representacao dos primeiros

numeros:

ooy e 6 11 = 16
o 2 20 i

7 — 12 oo 17
X X ) 3 ( X 1] 8 [1-7~% 13

(1 1]

seee 4 ssee g seee 44 18
— s = 10 = 15 = 19

E agora, percebeu o padrao? Adivinhe a continuagdo : qual era o simbolo para o

20? Seria este? =

Nao, ndo era essa a maneira de representar o 20. Era desta forma:

LN

A concha representava o zero. Agora, observe a representacdo de mais alguns

numeros
. ° ° ° . depois  do
o [ ] & [ J [ ]
20 @ [ 1 ] @ e [ I X 1] [re==er=tl * & .'-‘3- & = para
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 entender
um pouco mais
® 1x20 ® o 2x20 : .
0 ) g =39 p: — 40 sistema:
— 19 < 0
3x20 sl 5x20
esee + =66 + =100
- - 6 <> 0
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5.7 0 MELHOR SISTEMA DE NUMERACAO.

As pessoas costumam preferir aquilo a que estdo acostumadas. Se voc€ mostrasse
para um chinés da antiguidade o sistema de numeracdo egipcio ou mesopotamico, ele
preferiria o sistema chinés. Por isso, ¢ dificil dizer qual o melhor sistema de numeragao.
Nos, € claro, achamos melhor o nosso.

No entanto, ha um fato interessante: todos os sistemas de numeragdao que vimos
acabaram desaparecendo. Foram substituidos pelo sistema que usamos € que o mundo
usa. Portanto, talvez possamos dizer que nosso sistema ¢ o melhor, ndo porque gostamos
dele, mas porque ele substituiu os outros.

E um sistema que tem o zero, ¢ decimal e também posicional. Pois bem, qual foi a
civilizagdo que criou esse sistema?

Das grandes civilizagdes antigas, houve uma que apenas citamos e foi nela que
nasceu o nosso sistema. E a antiga civiliza¢io da India.

Nosso sistema surgiu 14, mas nao foi criagdo de um sé6 homem nem apenas dos
povos da India. Ele foi sendo aperfeioado e difundido ao longo de séculos, com a
colaboracdo de varios povos, em especial dos arabes. Por isso mesmo ¢ chamado de

sistema de numerac¢ao indo-arabico.
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